Opakovani — otaceni kolem pevneho bodu — tenzor momentu setrvacnosti

* podle Eulerovy véty je rychlost libovolného bodu
otacejiciho se télesa kolem pevného bodu dana vzorcem :

V.(t)=a(t)xr(t), v, =orsina=aoR

* Potom moment hybnosti celého télesa je dan vztahem:

ézi[ﬁxmivi]:i[miﬁx(@xﬁ)]

=1 =1

« PouZijeme vzorec pro sloZeny vektorovy soudin: @ X (b x C ) = (é: -C ) b — (ﬁ b ) C

 a pro moment hybnosti celého télesa dostaneme:

N
B=> [mT x(@xF)] Zm[r &T) 7]

i=1
» Celkovy moment hybnosti neni obecné rovnobézny s vektorem tthlové rychlosti. Toto je
pric¢ina slozitého chovani tuhych téles pii rotaci kolem pevného bodu. Navic jsou vSechny tfi

veli¢iny v tomto vztahu Casové zavislé: B _ é(’[) = f_’(t) D = a_j(t)
1 i\" )1

* Nelze tedy zavést Casoveé nezavisly moment setrvacnosti jako v pripadé otaceni kolem
pevne o0sy.



Opakovani — otaceni kolem pevneho bodu — tenzor momentu setrvacnosti

* VWbereme-li k popisu rotace namisto laboratorni soustavy
soustavu pevné spojenou s rotujicim télesem. Pocatek této
soustavy zvolime v pocatku laboratorni soustavy.
Oznacime-li v soustavé pevné spojené s rotujicim télesem
slozky vektori:

é = (ﬂx’ﬂy!ﬂz)’ r; = (Xi” yl” Zi’)’ W= (Qx’Qy’Qz)

6= Y lmix(ox0)]= Y- 5~(@-7) 1]

=1

* Potom mizZeme vektorovou rovnici rozepsat na slozky:

IBX — Qxi Ifni (yi'2 + 2;2)_ Qyi mixi’yi' o Qz i miXi’Zi’
|:1I\I ' =1 |:1N
B, =0,y mxy +Q, > m(x* +2°)-Q, > myz,
i=1 i=1 i=1

P, :_QXZN:miXi'Zi'_QyZN:miyi'zi’"‘QSZN:mz(Xi'Z + y{z)
=1 =1 i=1



Opakovani — otaceni kolem pevneho bodu — tenzor momentu setrvacnosti

» \Wbereme-1i k popisu rotace namisto laboratorni soustavy
soustavu pevné spojenou s rotujicim télesem.

5= Y [mix(@x7)]- Y mfr?-6-(6-7)

* Polohove¢ vektory jsou tedy Casoveé neproménné a
vektorovou rovnici miizeme formalné zapsat jako:

B=Jo= S = 2. 35Q i=Xy,2

_

j=x,y.2
* A pro sloZky tenzoru setrvacnosti tedy dostaneme:
N
Iy,
Zm(yl +Z ) ‘]xy:‘]yx:_zmixiyi
v . i=1
Momenty setrvacnosti \ \
vzhledem K pFislu§nym ] ( ) . _ -
osam soustavy souradné Z X+ Z J Xz J x Z M; X Z;

otacejici se s télesem

(X +y| )1 ‘]yz:Jzy:_Zmiyi’Zi’

le



Opakovani — otaceni kolem pevneho bodu — tenzor momentu setrvacnosti

» \Wbereme-1i k popisu rotace namisto laboratorni soustavy
soustavu pevné spojenou s rotujicim télesem.

5= Y [mix(@x7)]- Y mfr?-6-(6-7)

* Polohove¢ vektory jsou tedy Casoveé neproménné a
vektorovou rovnici miizeme formalné zapsat jako:

B=Jo= S = 2. 35Q i=Xy,2

_

j=x.y,z
* A pro sloZky tenzoru setrvacnosti tedy dostaneme:
N
r2 N
Zm(yl + ) JXy:JyX:_ZmiXiyl
i=1
N N Devia¢ni momenty,
= z (x +2 ) J =J = _Z m.X'z! < souvissejici s momenty
1 " ~ 1 C odstredivych sil, které
N N pusobi na okamzitou
— Z (X +y! ) J =] = _Z myz! osu rotace télesa
i ) yz zy i i
i=1 i—



Opakovani — otaceni kolem pevneho bodu — tenzor momentu setrvacnosti

« Moment setrvacnosti je tedy tenzorova veli¢ina. Tenzor

momentu setrvacnosti je symetricky tenzor 2. fadu:
J XX J Xy J Xz \
J={Jdy J, Iy,
J, J J

\ Xz yz 2z
 Soustavu soufadnou spjatou s télesem lze zvolit tedy tak,
aby deviacni momenty byly rovny nule. Vektor hybnosti

lze potom psat jako:

B=Jo, tedy £=3Q = JOQ= >JQ, kde i,j=xy,2=123

I=x.y,2
 Soustavu rovnic rozepiseme:
(JXX_J)QX+ ‘nyQy+ ‘szQz:O ‘]xx_‘J ‘ny Xz
1,0+ (9,-d+ J3,0-=0 = |3, J.-3 J, |-
J.Q o+ 1, Q,+  (J,-3)Q,=0 J N




Opakovani — otaceni kolem pevneho bodu — tenzor momentu setrvacnosti

» Rozepiseme-li determinant dostaneme kubickou rovnici,
ktera ma ti1 redlné kotfeny, pokud ma tenzor momentu
setrvacnosti realn¢ slozky. Realn¢ koteny (vlastni hodnoty)

oznac¢ime:
J,Jd,, 5

* Pro kazdy koten dostaneme z rovnice jeden vektor tthlove
rychlosti (vlastni vektory). Tyto tfi vektory jsou navzajem
kolmé — hlavni osy tenzoru setrvacnosti:

Q 10, 1Q,
B.=JQ, tedy B /Q  kde k=123

 Zvolime-li soustavu souradnou spjatou s télesem ve sméru téchto vektort tuhlovych rychlosti
(vlastnich vektortl), potom jsou deviaCni momenty tenzoru setrvacnosti nulové. Momentiim
setrvacnosti ve sméru hlavnich os fikdme hlavni momenty setrvac¢nosti :

‘Jxx :‘Jl’ ‘Jyy :‘JZ’ ‘Jzz — 'J3’



Opakovani — Moment setrvacnosti

* hlavni osy tenzoru setrvacnosti télesa odpovidaji vyznacnym osam symetrie zkoumaného télesa

» kazde téleso ma 3 navzajem kolme osy prochazejici hmotnym sttedem takove, Ze
- J vli¢i jedné z nich je nejveétsi z hodnot vii€i vSem osdm prochazejicich hmotnym stitedem
- J vlici dals$i z nich je nejmensi z hodnot vii¢i vSem osam prochdzejicich hmotnym stfedem

o pt. TyC délky | a kruhového priifezu o poloméru r:  Kvadr o rozmérech a, b, c:

V =abc M c
y
/)'_ _______ U 2 2
/ : Jyy:JZ:l_(a +C)
: a
Vx| b




Opakovani — Moment setrvacnosti

* hlavni osy tenzoru setrvacnosti télesa odpovidaji vyznacnym osam symetrie zkoumaného télesa

» kazde téleso ma 3 navzajem kolme osy prochazejici hmotnym sttedem takove, Ze
- J vi¢i jedné z nich je nejvétsi z hodnot viici vSsem osdm prochazejicich hmotnym stiedem
- J vlici dals$i z nich je nejmensi z hodnot vii¢i vSem osam prochdzejicich hmotnym stfedem

* pt. Koule o poloméru Ry Krychle o se stranou o velikosti a:
Ma’
07z ‘]zz = ‘]3 =
A3
V=a ' M
|
i y
F I e e VT
: Jyy = ‘]2 ]
6
/ : a
¥ X |
Ma’
J =) =——




Opakovani —moment setrvacnosti viici libovolne ose télesa

 Ur¢ime si ted moment setrvacnosti viici libovolné ose prochazejici
/{\ / / bodem pro néjZ zname tenzor setrvacnosti. Pokud zvolime soustavu
~ | s :
|
|
|
|
|
|

J souiadnou v hlavnich osach tenzoru momentu setrva¢nosti budou
nenulové pouze slozky lezici na diagonale: J 0O 0)
1

j,=|0 J, 0
0 0 J,

R0 - * Primét vektoru celkového momentu hybnosti do sméru osy otaceni je
b stejna veliCina jak v soustavé pevné spojené s télesem, tak v soustave
pevne v prostoru:

a

B =Jo, tedy Zviﬂi =Jo=> Z v, ZJiij =Jw, kdel, j=X,Y,z
I=X,Y,Z I1=X,Y,Z ]=X,Y,Z

* Pf1 otaCeni kolem pevné osy ma vektor tthlové rychlosti smér této osy:

o=vo,tedy Q, =v,o=Jo=0 Z Zviijij =J = Z Zviijij

I=X,Y,Z J=X,Y,Z I=X,Y,Z J=X,Y,Z

» JelikoZ jsou deviacni sloZky nulové dostaneme: J=v f J LV 5 J , + VZZJ 3



Otaceni kolem pevného bodu - Eulerovy rovnice

» \Wbereme-1i k popisu rotace namisto laboratorni soustavy
soustavu pevné spojenou s rotujicim télesem dostaneme:

6= Y i x(@x0)]=Ymfi 661

/ =1
\ * Polohov¢ vektory jsou tedy Casov€ neproménné a
X\ y vektorovou rovnici miizeme formalné zapsat jako:
. / N \y}/‘ 4
[} \7’\M” — — — =5 - -
X / B = Ja) — ,Bi — Z Jiij , =X, y’ Z
J=X,y,z

* Pfechod od soustavy pevné spojené s télesem k soustavé pevné v prostoru:

(dﬁj _odar L dr. (dﬁ) Lo
— | =0, VV=—"=oxrr => —— — WxT
dt /; dt dt dt /;

. dB (dB L= dB (dB) . =
analogicky: ——-| — | =oxB =>—=|—| +@wxB
dt | dt dt | dt
T T
z—?:l\ﬁ — ‘3—? +@xB=M, kde M =(u,, u,, 1,



Otaceni kolem pevného bodu - Eulerovy rovnice

* \Wbereme-1i k popisu rotace namisto laboratorni soustavy
soustavu pevné spojenou s rotujicim télesem dostaneme:
N

6= Y i x(@x0)]=Ymfi 661

{/
ff \\y’ =1
\ > * Polohov¢ vektory jsou tedy Casov€ neproménné a
X\ /2 y vektorovou rovnici mizeme formaln¢ zapsat jako:
AN / . \,.//
Vo S = =l - .
X/ B=Jo= g = Z‘]iij! I=XY,Z
j=xy.z
» RozepiSeme posledni rovnici do slozek: * dosadime slozky tenzoru setrvacnosti:
(3, 3,
dIB XX Xy X2
X
+Q 6, -Q,B, =u 7
ge oy =13, 3, 3,
dg NI
y _ Xz yz 72
dt +Qzﬂx _Qxﬂz T :uy
dﬂ ﬁx :‘]xex+‘]nyy+‘]szz
Z
+Q B -Q B = d dQ dQ do
xﬁy yIBx :uz IBX :.J X -I-J y +‘sz z

at dt o dt Yot dt



Otaceni kolem pevného bodu - Eulerovy rovnice

* \Wbereme-1i k popisu rotace namisto laboratorni soustavy
soustavu pevné spojenou s rotujicim télesem dostaneme:

N N
_ o 5 e N o
8= [mrx(@x)]= > m[r*-o-(@-r)-7]
/ i=1 =1

\ S * Polohové vektory jsou tedy ¢asoveé neproménné a
vektorovou rovnici miizeme formalné zapsat jako:

X’ \y\w,,,,///// é — ja_j :> ﬂl p— Z \] ”QJ y i — X! y’ Z

j=X,V,z

* RozepiSeme posledni rovnici do slozek:

dQ, dQ dQ,

N it +J, dty +J, +Q,J,0,+3,02,+3,9,)-Q,3,Q,+3,,Q,+J,,Q,) =,
dQ, dQ,

Jyx dt +Jyy dty +Jyz dt +QZ(JXXQX+JXyQy+JXZQ2)_QX(‘]ZXQX+JzyQy+JZZQZ)=/Iy
dQ, Q dQ,

Ju—g dtv #1004 3,0, +3,0,) -0, (0,0, +3,Q, +3,0,) = u,



Otaceni kolem pevného bodu - Eulerovy rovnice

nd
@'/
/0
/

* \Wbereme-1i k popisu rotace namisto laboratorni soustavy
soustavu pevné spojenou s rotujicim télesem dostaneme:

6= Y i x(@x0)]=Ymfi 661

\ > * Polohove vektory jsou tedy ¢asoveé neproménné a
X\ 7 y vektorovou rovnici miizeme formalné zapsat jako:
' \jyi J— A - e ;
=Xy,
 Zvolim-li soustavu souradnou spjatou s *Dostaneme Eulerovy rovnice:
telesem v hlavnich osach tenzoru setrvacnosti: d Q
d t (‘J ‘J 2 ) — :ux
(3, 0 0)
J=10 J, O J dt x(‘]l_‘]3):fuy
0 0 I, 4o,
(‘] —J 1) = H,

dt



Volny symetricky setrvacnik - Eulerovy rovnice

*Eulerovy rovnice: * Setrvacnik - téleso otacejici se kolem pevného bodu:
dQ » Asymetricky setrvacnik - vSechny tfi hlavni momenty
i (‘Js -J, ) = Hx  setrvagnostirfizné: J; = J, # J,
M
TZ leﬁ(bz-FCZ)
" x(‘]l_‘]3):luy v =abe ! M °, M/,
jpp—— S J2=—(a +C )
dQ ’ 12
('J ‘]1) = H, / 4 M/,
12
* Symetricky setrvac¢nik - dva hlavni » Kulovy setrvacnik-vSechny tfi hlavni
momenty setrvacnosti stejne: J,=3J,#J, momenty setrvacnosti stejne: J,=J,=1J,
0\ ot
2
2 z 3
puiiticid MRJ AL 0=3,=3,=
| 6
: y
= ——

/

yay

¥x




Volny symetricky setrvacnik - Eulerovy rovnice

*Eulerovy rovnice:

dQ
J.—J, )=
dt ( 2) lLlX
J, dt x(Jl_Js):ﬂy
dQ
J,—J. )=
dt ( 1) ILIZ

» Kulovy setrvacnik-vSechny ti1 hlavni
momenty setrvacnosti stejné: J, =J, =J, =J

199, _ dQ, dQ,

dt ' dt dt
= Q, =konst, Q, =konst,

Q, =konst.,

* Volny(bezsilovy) setrva¢nik — setrvac¢nik, na ktery
nepiisobi vng&jsisily: =M =0

V tlhovem poh ho miizeme realizovat tak, Ze jej upevnime
* napt. Kardaniv zavés setrvaénik je uchycen tak, ze
umoznuje libovolné natoceni télesa setrvacniku,

pticemz stfed kruhti zavésu zlstava pevny. Je-1i hmotny
stfed (t€zist¢) setrva¢niku ve stfedu kruhti Kardanova
zaveésu muze se setrvacnik pohybovat jako volny.

Gyroscope Spin axis

frame

=0

ﬂi — ZJiij :ﬂx :JQx’ﬂy :‘]Qy’ﬁz :JQZ — éZJ@

j=X,Y,z



Volny symetricky setrvacnik - Eulerovy rovnice

* Moment hybnosti je tedy nasobkem ¢ Volny(bezsilovy) setrvacnik — setrvacnik, na ktery

vektoru thlové rychlosti: nepusobi vnéjSisily: =M =0
B = 1o V tihovém poli ho mizeme realizovat tak, Ze jej upevnime

vvvvv

» Nezavisi na volbé& soustavy soufadnic,
plati tedy 1 pro soustavu soufadnou
pevnou v prostoru.

» napt. Kardaniiv zavés —setrvacnik je uchycen tak, ze
umoznuje libovolné natoceni télesa setrvacniku,
pticemz stfed kruhti zavésu zlstava pevny. Je-1i hmotny
stfed (t€zist¢) setrva¢niku ve stfedu kruhti Kardanova
zaveésu muze se setrvacnik pohybovat jako volny.

Spin axis

* Z druhe¢ véty impulzové:

_ Gyroscope

- dB . ~ frame

M :O:E:O: B = konst = @ = konst

* Volny kulovy setrva¢nik rotuje kolem sve |
!1b0volné osy stélf)u uhlovou rychlosti, pfléemi’olsat Gimbal Rotor
je v prostoru 1 v télese po celou dobu pohybu stala. ,



Volny symetricky setrvacnik -

» Symetricky setrvaé¢nik - budeme
predpokladat, ze osou rotace je z-ova

osa soufadnic : J,=J,# 33
Q.
J, - +0,0,(3,-3,)=0
d y
J—+0,0 (3,-3,)=0
dt
J, 09, _ 0= Q, =konst.
* Rovnice upravime:
9 o0 Bh_g Lo -
dt J,
dQ _ ?
L -Q Q. J = J; =0 = d %X
dt J, dt
0 3179 o konst.

z Jl

Eulerovy rovnice

* Volny(bezsilovy) setrva¢nik — setrvacnik, na ktery
nepusobi vnéjsisily:  u = M =0

V tihovém poli ho miizeme realizovat tak, Ze jej upevnime
» napt. Kardaniiv zavés —setrvacnik je uchycen tak, ze
umoznuje libovolné natoceni télesa setrvacniku,

pticemz stfed kruhti zavésu zlstava pevny. Je-1i hmotny
stfed (t€zist¢) setrva¢niku ve stfedu kruhti Kardanova
zaveésu muze se setrvacnik pohybovat jako volny.

Gyroscope Spin axis
frame
1dQ,
Q dt
Gimbal Rotor
2
+Q°Q =0 9



Volny symetricky setrvacnik - Eulerovy rovnice

* Rovnice formalné¢ stejna jako pro * Volny(bezsilovy) setrva¢nik — setrvacnik, na ktery
harmonicky kmit: nepusobi vnéjsisily:  u = M =0
Jd?0 , V tihovém poli ho miizeme realizovat tak, Ze jej upevnime
at? ~+Q°Q =0 v hmotném stiedu (t&Zisti).
t _ * napt. Kardaniiv zavés —setrvacnik je uchycen tak, Ze
Q. = AsIn (Qt +a ) umoziiuje libovolné natoceni télesa setrva¢niku,
1dQ, pticemz stfed kruhti zavésu zlstava pevny. Je-1i hmotny
y === = —ACOS(Qt +a ) stfed (t&zi§t&) setrvacniku ve stiedu kruht Kardanova
Q dt zaveésu muze se setrvacnik pohybovat jako volny.
» Poc¢ate¢ni podminky: Gyroscope Spin axis
- frame
a)(t:O):( OX’QOy’QOZ)
Z' A « Rychlost precese:
Q Ji—Js
B Q=Q, 3—1_ konst. Gimbal Rotor
—

: Y Q2 Q% = A2lsin?(Qt + )+ cosA(Qt + )| = A’



Volny symetricky setrvacnik - Eulerovy rovnice

* Pro slozky momentu hybnosti * Volny(bezsilovy) setrva¢nik — setrvacnik, na ktery
dostaneme: neplsobi vngjsisily: =M =0

B.=30.,8 =30, 8 =10 V tihovém poli ho miZzeme realizovat tak, ze jej upevnime
X VIREx My T VIR Sy Mz T N3RT  a v 1 N

7"} J,A » napt. Kardaniiv zavés —setrvacnik je uchycen tak, ze
1 A @ ~ umoziuje libovolné natoCeni télesa setrvacniku,
1.0, 1 S B pf‘viéem% Vs.tvf’evd kruhi Vzéyésu zﬁsvtéwé pevno}’/. Je-li hmotny
O stfed (t€zist¢) setrva¢niku ve stfedu kruhti Kardanova
z zaveésu muze se setrvacnik pohybovat jako volny.
v v > Gyroscope Spin axis

.. frame
A - vektor momentu hybnosti je
AB pevny v prostoru: (0B

Z’ QP e pe—

---------- ¥ « Rychlost precese osy symetrie

setrvacniku v prostoru: Gimbal |
> : —

y Sin o
X Q, =o——




Volny symetricky setrvacnik - Eulerovy rovnice

* specialni volba pocatecnich
podminek:

Q = Asin(Qt+a)
Q, =-Acos(Qt +a)

Qp, =0, =0, Q, #0=
=>A=0, Q,=Q =0=

be=b,=0, p[,=J3,Q,
» vektor momentu hybnosti je
rovnobézny s vektorem tthlové
rychlosti a pevny v prostoru:

B// &, 9B o
dt

* Osa otaCeni ma v télese 1
prostoru staly smér a setrvacnik
kolem ni rotuje konstantni
uhlovou rychlosti: = Qz

* Volny(bezsilovy) setrva¢nik — setrvacnik, na ktery
nepusobi vnéjsisily:  u = M =0

V tihovém poli ho miizeme realizovat tak, Ze jej upevnime
» napt. Kardaniiv zavés —setrvacnik je uchycen tak, ze
umoznuje libovolné natoceni télesa setrvacniku,

pticemz stfed kruhti zavésu zlstava pevny. Je-1i hmotny
stfed (t€zist¢) setrva¢niku ve stfedu kruhti Kardanova
zaveésu muze se setrvacnik pohybovat jako volny.

Gyroscope
frame

Spin axis

Gimbal



Volny symetricky setrvacnik — volna osa

» Osa télesa, vuci niz muze téleso
udrZovat stalou rotaci, se nazyva volna
osa. U kuloveho setrva¢niku jsou volné
vSechny osy prochazejici hmotnym
sttedem. U symetrického setrvacniku
jsou voln¢ jak osa symetrie télesa, tak
vSechny osy kolme na osu symetrie
prochazejici hmotnym stfredem.

* Symetricky setrvac¢nik - dva hlavni
momenty setrvacnosti stejné: Jl =J , % J 3

V = 7RV

Az

MR

2
Ry Gimbal

* Volny(bezsilovy) setrva¢nik — setrvacnik, na ktery
nepusobi vnéjsisily:  u = M =0

V tihovém poli ho miizeme realizovat tak, Ze jej upevnime
» napt. Kardaniiv zavés —setrvacnik je uchycen tak, ze
umoznuje libovolné natoceni télesa setrvacniku,

pticemz stfed kruhti zavésu zlstava pevny. Je-1i hmotny
stfed (t€zist¢) setrva¢niku ve stfedu kruhti Kardanova
zaveésu muze se setrvacnik pohybovat jako volny.

Gyroscope
frame

Spin axis




Symetricky setrvacnik

AB

* Osa otac¢eni setrvacniku ma smér celkového momentu hybnosti. Chceme-
li ngu otaceni setrvacniku vychylit, musime na né¢j ptisobit nenulovym :
M =0

* Smér momentu sil je kolmy k vektoru momentu hybnosti a ke sméru
ptsobicich sil. B - L

—=M = AB=MAt

dt
* PfirGistek momentu hybnosti je rovnobézny s momentem sil a tedy kolmy

k vektoru momentu hybnosti. V prvnim pfiblizeni se tedy neméni velikost
momentu hybnosti, ale pouze jeho sm¢r.

B (dB| . =
—_| 22| +&xB
dt dt
* Pfed plisobenim momentu sily je:
dB (dB

ollB = &oxB=0 = —=|—=
dt {dt )

« Zména momentu hybnosti je v prostoru a v télese stejna.



